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1、 求 所 有 的 函数 三 : R 一 及 ， 使 得 对 于 任意 实数 六 都 及 ([x]y)= 了 (2)[f(y)]。( 其 中 




















[z] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 


解 1: 令 y=0 可 得 (0)= 了 (GX)[FCO0)]C)， 若 [fC0)] 二 0， 则 (x) 是 一 个 常数 函数 ， 令 





f(x)=c， 代 入 可 得 c=clc]， 因 此 c=0, 或 者 [cl]=1 也 即 1<c< 2 。 








进 


[7(O)]=0 ,由 (9 可 知 (0O) =0,， 令 x=1 可 得 1OD)=JODLACO)]6p, 若 JOD 关 0， 

















了 (7) 
FO 


f WF) 
f(D 


fF0) 
/0) 





则 [f(y)]= 


汉 


， 因 此 了 ([x]y)= | 调 x,y 可 得 了 ([y]x)= 


[Ea 











此 f([x]y)=f([y]x); 此 式 中 令 x=2,y = 可 得 f(1)= 了 (0)=0， 了 矛盾， 因此 
了 (由 )=0， 代 入 ( 折 可 知 对 于 任意 实数 y，f(y)=0。 


容易 验证 ，f (x)=0 或 者 f(x)=c,1<c<2 都 满足 要 求 ， 是 全 部 的 解 。 





解 2， 由 已 知 对 于 任意 实数 y 有 C9 [了 (3)]= 了 ([x]y)=F([[x]]y)=/ (x)[f 0)]; 


时 





此 (fF ([x])-f0)[f0)]=0. 








车 对 于 任意 实数 y 都 有 [f(y)|]=0，, 则 在 原 式 中 令 x=1 可 得 f(y)= AD|fCy)|=0， 


也 即 f(x)=0。 








若 存 在 一 个 实数 y, 使 得 [f(y6)] 关 0 ， 则 对 于 任意 实数 x，f(x)= 了 ([x]) 。 因 此 





f= 了 (zx] 了 = 了 OO[fO] ， 故 fO)=fGO)[FOD] ， 因 此 [f0)]=1 。 故 


1<f0) -7(2 引 - 1@| 7 = ge = (2)[f(0)], 故 [f(0)]z0. 在 


原 式 中 令 y=0 可 得 A(0)= f(x)[f(0)]， 故 f(x) 是 一 个 常数 函数 ， 令 f(x) =c ， 当 然 也 








有 jdD =c， 故 [cl|=[AGD]=1， 即 1<c<2。 


容易 验证 ， f(x) =0 或 者 了 (x)=c,1<c<2 都 满足 要 求 。 
(此 题 全 场 平 均 分 5.45， 中 国 队 平均 6.83 分 ) 
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2、 了 是 AABC 的 内 心 , 是 A4BC 的 外 接 圆 。47 与 c 交 于 万 点 , 在 BDC 上 , 下 在 BC 


E, ZBAP = LCAE <3 ZBAC, G 为 IF 的 中 点 ， 证明; EL, DG 的 交点 在 c 上 。 


























证 明 : 于 1 是 A4BC 的 内 心 ，ZDB1 = 了 (LBAC+ LABC)= LDIB， 故 DI=DB， 同 





理 DI=DC， 以 DD 为 圆心 DI 为 半径 作 圆 c,， 延 长 AD 交 c, 于 T 点 , 则 GD1]|FT，。 











AB AF 
由 已 知 条 件 AABF ~AAEC ， 所 以 一 -= 一 一 ， 故 AB.AC=AE:AF 。 而 
AF AC 
ZATC = LZADC = /ABC- LABT ， 因此 AABI ~ AATC ， 人 因此 
2 2 41 AC 
AE:AF =AB:AC= AI:AT, 2 
AT 4F 








由 于 ZFAT = LIAE ,因此 AAEI ~ AATF, 故 ZAEI1 = LATF，, 由 于 GD|FT，, 所 





以 ZIDG = LATF ， 因 此 LAEI = LIDG，, 设 EI,DG 的 交点 为 石 ， 则 A, E,D, 古 四 点 共 





同 ， 此 圆 过 A, E, DD 这 三 个 点 ， 因 此 就 是 c, ， 故 E7, DG 的 交点 在 c 上 。 











〈 此 题 全 场 平均 分 2.59， 中 国 队 平均 7 分 ) 
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3、W 表示 全 体 正 整数 ， 求 所 有 的 函数 8:N 一 NMN， 是 的 对 于 任意 msN ， 











(g(m)+n)(g(n)+m) 都 是 完全 平方 数 。 
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解 : 对 于 任意 正 整 数 n ，1 已 知 (8g(n+DD+n)(g(n)+n+1) 是 平方 数 ， 由 于 两 个 连续 的 











整数 乘积 都 不 是 平方 数 








因此 g(n+1) 8g(n)。 


~ 


令 d=|g(n+D-g(n) 





， 若 4d >2， 任 取 素 数 pld, 则 g(n+D=g(m(modp), 令 





gn+D)—g(n)= pk, 其 中 (k,p)=1, 则 m+ 8g(n+D)=(m+g(n))+ pk(), 














车 >2， 我 们 取 m 使 得 m+g8(n+]) 等 于 p ”+p> 





pk 





。 则 plm+ gn+D) ，| 





G9 也 有 也 |m+ g(n); 








若 w =1， 取 m 使 得 m+g(n+1l)= p+p’>|pk|，; 则 有 pi|m+g(n+D， 由 (*) 也 











kr 二 


yplm+ gCn). 














综 上 所 述 , 总 能 找到 一 个 正 整 数 m 使 得 m+g(n+]) 与 m+ g(n) 所 含 p 的 曙 次 为 奇数 。 





而 g(Mm)+n 与 g8(m)+n+l1 这 两 个 连续 正 整 数 中 必 有 一 个 与 p 互 素 ， 因 此 

















(gD)+n)(g(0)+m) 与 (g(m)+n+1)(g(n+]D)+m) 中 必 有 一 个 恰好 含 p 的 奇数 次 窜 ， 
不 是 平方 数 ， 了 矛盾 。 
因此 只 能 有 |g(n+D)-g(n)|=1 ， 故 g(2+HD= 8(n)+1 或 g(n) 一 1 。 若 存在 一 个 n 使 






































得 g(n+1)= g(n)-—l, 则 (g(n+D+n)(g(n)+n+l) =(g()+n) 一 ] 不 是 平方 数 , 矛盾 。 




















故 对 于 所 有 正 整 数 n 均 有 g(n+])= gg(n)+1， 因 此 g(n)=n+c， 其 中 c 是 一 个 非 负 整数 ， 
































容易 验证 g(n) = 有 +c 的 确 满足 要 求 。 























所 以 8(OOD) =1+c 是 全 部 解 ， 其 中 c 是 一 个 非 负 整数 。 








〈 此 题 全 场 平均 分 0.46， 中 国 队 平均 3.83 分 ) 





上 善 若水 ， 水 善 利 万 物 而 不 争 ， 处 众人 之 所 恶 ， 故 几 于 和 道 。 


区 秀 遍 





4、PP 是 和 ABC(ACz# BC) 内 一 点 ，AP,BP,CP 分 别 与 AABC 的 外 接 圆 @ 交 于 K,L,M ， 





圆 中 在 C 点 的 切线 与 直线 AB 交 于 9 。 已 知 SC = SP ， 证 明 : MK =ML。 








证 明 : 设 SP 与 圆 @ 交 于 R,S 点 ， 由 于 SP”*=SC”=5SA.S$B ， 故 ASAP ~ASPB ， 因 此 


nn 


LSPA= LSBP= LAKL， 故 TR|| KL。 因 此 人 LPR = 人 PLK = 人 PAB 。 由 了 








LSPC= ALPR+ ALPC = LPAB+ AMCB+ LPBC = LMLK + LPBC, 
LSCP= ASCA+ALACM = LSBC + LACM = LSBL+ LPBC + LACM ， 
而 ZSPC= LSCP，, 所 以 LMKL= LSBL+ LACM = LMLK, ULM = KM 。 























证 明 2: 由 于 SP = SC = S4.SB ， 故 AS4P ~ ASPB ， 因 此 人 LSPA = LSBP = 人 AKL， 





故 TR|| KL 。 因 此 
ZsPC = (RC+ M7)= (LC+IR+ MT)= 7 (LC+ RT + M7)= (LC+ HR) 
2 2 2 2 


而 ZscP=3 (ML+LC), 由 于 ZSPC = ZsSCP，, 所 以 ML=MK, 因此 LM = KM ， 











(此 题 全 场 平均 分 5.35， 中 国 队 平均 7 分 ) 
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5、 开 始 时 在 六 个 盒子 B,B,,B,,B,, B;, B, 中 各 有 一 枚 硬币 ， 其 后 允许 操作 如 下 ，Q@ 选 一 个 





























不 空 的 盒子 Bj,1< j<5， 取 出 B, 中 的 一 枚 硬币 ， 在 B,, 中 加 两 枚 硬币 ，@ 选 一 个 不 空 的 

















盒子 B,1<k<4， 取 出 BB 中 的 一 枚 硬币 ， 并 交换 B,,,,B,,, 中 的 硬币 。( 可 以 是 空 盒 ) 
























































是 否 可 以 通过 有 限 次 操作 , 使 得 B,B,, B,, B,, B; 中 都 没有 硬币 , 而 B。 中 有 2010” 
枚 硬币 ? 














解 : 令 太 = 2010200” ， 名 果 我 们 能 外 达到 | 0.0.0. 工 .0.0 | 此 后 我 们 不 断 进行 操作 @， 

















T g i 
则 可 以 最 终 达 到 (0,0,0,0,0,7) 。 为 了 达到 (0005,00] 我 们 只 要 能 达到 某 个 














(0,0,0,X,0,0),X > 了 (0)， 其 后 进行 XX 一 二 次 操作 @ 即 可 。 以 下 来 证 明 可 以 达到 0); 











对 于 任意 正 整数 wa>1，(a0,0) 一 (a-12,0) 一 (a-10,4)， 若 a>2 则 继续 操作 





>(a-2,4,0) 二 (a-2,0,8) 坟 … 坟 (40,2 ) 王 (0,2,0) ， 因 此 我 们 总 是 可 以 从 
(a,0,0) 出 发 达到 (0,2“,0)。 


对 于 整数 a,b1， 依据 上 述 操作 可 以 做 到 (a,b,0,0) 一 (a,0,2 ,0) 一 (aa-122,0,0) 。 
民 据 规则 我 们 可 以 做 到 以 下 操作 : 
(1,1,b,1,1,1) 一 (0,LL1L17,1) — (0,1,1,1,0,35) 一 (0,0,35,0,0,0) 一 (0,0,34,2,0,0) 




















然后 我 们 可 以 从 (0,0,34,2,0,0) 出 发 达到 (0,0,33,2”,0,0) 一 … 一 (oo .0.0] ， 其 





中 了 = 22 中 有 35 个 2 。 


2010<2048=20 <22 ， 因 此 下 = 201020t0"" < 22 ”= 了 ,所 以 此 我 们 可 以 通过 有 限 

















次 操作 ， 使 得 B, B,, B,, B,, B, 中 都 没有 硬币 ， 而 B, 中 有 2010”” 枚 硬币 。 





























(此 题 IMO 平均 分 0.93， 中 国 队 平均 4 分 ) 
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6、0,0… 是 一 个 正 实 数 数列 ， 是 一 个 正 整 数 ， 对 于 任意 正 整 数 n>s 都 有 




















a, = Max{ ai +a, i] <k<n--1} 。 证 明 : 存在 一 个 正 整数 1 < s 以 及 正 整数 NN ， 对 于 任意 





n>N 都 有 a, =a)+a,_,。 




















证 明 : 人 Mar 和 ss 则 对 于 1<i<s 都 有 于 <rGo， 若 (*) 对 于 所 有 i <n 都 成 
i i 


a Qi 十 Qi ER a, 
立 ， 则 王 = 一 和 一 下 -<1， 故 对 于 任意 正 整 数 n， 均 有 瑟 <t,， 令 1= 一 
n Kk+(n—k’) n r 




















令 b, =nt 一 a,， 则 b, >0， 由 定义 可 知 @, 可 以 表示 成 为 》 pia; 形式 ， 其 中 pp 为 非 负 


i=] 














整数 ， 并 且 Vip, =n。 因 此 bb, =Y plit-a,) =Y pp (*)。 
i=] i=] 


i=] 


EE 一 二 
对 于 任意 正 整数 i bi 一 bBiww = Ti Gir + Gir = — (Gir; 一 Qi -a,) <0, 
































b, > 0， 因 此 子 数列 b,b,,,,b,,,,.… 是 不 增 的 非 负数 列 。 而 由 (0) 可知 by 可 以 表示 成 为 
































若干 个 {bi,b,…,b,} 的 和 (可 能 重复 )， 由 于 b,j, <b， 所 以 每 个 b, > 0 在 和 式 中 最 多 出 现 


























站 次 ”下 这 村 的 取信 是 有 限 和 的。 故 克 分 大 时 ， 变 且 数 ， 
水 











因此 ， 当 nn 充分 大 时 ,的 取 值 只 与 n 除 以 r 的 余数 相关 ， 所 以 存在 一 个 正 整 数 N ， 当 

















n>N 了 时 b =b,,， 故 nf-a,=(n-7)t-a,,, 所 a,=a,,+rt=a, ,+a,。 


综 上 所 述 ， 绪 论 成 立 。 








(此 题 IMO 平均 分 0.37， 中 国 队 平 均 4.17 分 ) 
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